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Historia de la trigonometría 


La historia de la trigonometría y de las funciones trigonométricas 

podría extenderse por más de 4000 años. Los babilonios determinaron 
aproximaciones de medidas de ángulos o de longitudes de los lados de 
los triángulos rectángulos. Varias tablas grabadas sobre arcilla seca lo 
testimonian. Así, por ejemplo, una tablilla babilonia escrita en 
cuneiforme, denominada Plimpton 322 (en torno al 1900 a. C.) muestra 
quince ternas pitagóricas y una columna de números que puede ser 
interpretada como una tabla de funciones trigonométricas;*^ sin 
embargo, existen varios debates sobre si, en realidad, se trata de una 
tabla trigonométrica. 

== Historia de la trigonometría La historia de la trigonometría comienza con los Babilonios y los Egipcios. Estos 
últimos establecieron la medida de los ángulos en grados, minutos y segundos. Sin embargo, en los tiempos de la 
Grecia clásica, en el siglo II a.C. el astrónomo Hiparco de Nicea construyó una tabla de cuerdas para resolver 
triángulos. Comenzó con un ángulo de 71° y yendo hasta 180° con incrementos de 71°, la tabla daba la longitud de la 
cuerda delimitada por los lados del ángulo central dado que corta a una circunferencia de radio r. No se sabe el valor 
que Hiparco utilizó para r. 

300 años después, el astrónomo Tolomeo utilizó r = 60, pues los griegos adoptaron el sistema numérico (base 60) de 
los babilonios. 

Durante muchos siglos, la trigonometría de Tolomeo fue la introducción básica para los astrónomos. El libro de 
astronomía el Almagesto, escrito por él, también tenía una tabla de cuerdas junto con la explicación de su método 
para compilarla, y a lo largo del libro dio ejemplos de cómo utilizar la tabla para calcular los elementos desconocidos 
de un triángulo a partir de los conocidos. El teorema de Menelao utilizado para resolver triángulos esféricos fue 
autoría de Tolomeo. 

Al mismo tiempo, los astrónomos de la India habían desarrollado también un sistema trigonométrico basado en la 
función seno en vez de cuerdas como los griegos. Esta función seno, era la longitud del lado opuesto a un ángulo en 
un triángulo rectángulo de hipotenusa dada. Los matemáticos hindúes utilizaron diversos valores para ésta en sus 
tablas. 

A finales del siglo VIII los astrónomos Árabes trabajaron con la función seno y a finales del siglo X ya habían 
completado la función seno y las otras cinco funciones. También descubrieron y demostraron teoremas 
fundamentales de la trigonometría tanto para triángulos planos como esféricos. Los matemáticos sugirieron el uso 
del valor r = 1 en vez de r = 60, y esto dio lugar a los valores modernos de las funciones trigonométricas 

El occidente latino se familiarizó con la trigonometría Árabe a través de traducciones de libros de astronomía 
arábigos, que comenzaron a aparecer en el siglo XII. El primer trabajo importante en esta materia en Europa fue 
escrito por el matemático y astrónomo alemán Johann Müller, llamado Regiomontano. 

A principios del siglo XVII, el matemático John Napier inventó los logaritmos y gracias a esto los cálculos 
trigonométricos recibieron un gran empuje. 

A mediados del siglo XVII Isaac Newton inventó el cálculo diferencial e integral. Uno de los fundamentos del 
trabajo de Newton fue la representación de muchas funciones matemáticas utilizando series infinitas de potencias de 
la variable x. Newton encontró la serie para el sen x y series similares para el eos x y la tg x. Con la invención del 
cálculo las funciones trigonométricas fueron incorporadas al análisis, donde todavía hoy desempeñan un importante 
papel tanto en las matemáticas puras como en las aplicadas. 
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Por último, en el siglo XVIII, el matemático Leonhard Euler demostró que las propiedades de la trigonometría eran 
producto de la aritmética de los números complejos y además definió las funciones trigonométricas utilizando 
expresiones con exponenciales de números complejos. 


Etimología 

La palabra "seno" deriva del término en latín, sinus, de una mala traducción (vía el árabe de la palabra en sánscrito, 
jiva o jya. J Aryabhata utilizó el término ardha-jiva ("media-cuerda"), que fue acortado a jiva y, luego, transliterado 
por los árabes como jiba (<^>). Traductores europeos como Roberto de Chester y Gerardo de Cremona en el siglo XII 
toledano confundieron jiba por jaib (v^X probablemente debido a que jiba y jaib (^) se escriben igual en la 
escritura árabe (este sistema de escritura utiliza acentos en lugar de vocales y, en algunos formatos, los acentos no 
son escritos para facilitar la escritura, por lo que si los lectores no están familiarizados con el idioma pueden 
confundir palabras con las mismas letras, pero con diferente fonética). Las palabras "minuto" y "segundo" provienen 
de las frases latinas partes minutae primae y partes minutae secundae , que pueden ser burdamente traducidas como 

ni 

"primeras pequeñas partes" y "segundas pequeñas partes". 
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Enlaces externos 

• i§f Wikcionario tiene definiciones para trigonometría.Wikcionario 

Trigonometría 


La trigonometría es una rama de la matemática, cuyo 
significado etimológico es "la medición de los 
triángulos". Deriva de los términos griegos tpiyoovo 
trígono triángulo y pexpov metron medida 

En términos generales, la trigonometría es el estudio de 
las razones trigonométricas: seno, coseno; tangente, 
cotangente; secante y cosecante. Interviene directa o 
indirectamente en las demás ramas de la matemática y 
se aplica en todos aquellos ámbitos donde se requieren 
medidas de precisión. La trigonometría se aplica a otras 
ramas de la geometría, como es el caso del estudio de 
las esferas en la geometría del espacio. 

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de 
triangulación, por ejemplo, son usadas en astronomía para medir distancias a estrellas próximas, en la medición de 
distancias entre puntos geográficos, y en sistemas de navegación por satélites. 



El Canadarm 2, un brazo manipulador robótico gigantesco de la Estación Espacial 
Internacional. Este manipulador es operado controlando los ángulos de sus 
articulaciones. Calcular la posición final del astronauta en el extremo del brazo 
requiere un uso repetido de las funciones trigonométricas de esos ángulos que se 
forman por los varios movimientos que se realizan. 
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Historia 

Los antiguos egipcios y los babilonios conocían ya los teoremas sobre 
las proporciones de los lados de los triángulos semejantes. Pero las 
sociedades pre-helénica carecían de la noción de una medida del 
ángulo y por lo tanto, los lados de los triángulos se estudiaron en su 
medida, un campo que se podría llamar trilaterometría. 

Los astrónomos babilonios llevaron registros detallados sobre la salida 
y puesta de las estrellas, el movimiento de los planetas y los eclipses 
solares y lunares, todo lo cual requiere la familiaridad con la distancia 
angular medida sobre la esfera celeste. Sobre la base de una 
interpretación de la tablilla cuneiforme Plimpton 322 (c. 1900 aC), 
algunos incluso han afirmado que los antiguos babilonios tenían una tabla de secantes. Hoy, sin embargo, hay un 
gran debate acerca de si se trata de una tabla de ternas pitagóricas, una tabla de soluciones de ecuaciones segundo 
grado, o una tabla trigonométrica. 

Los egipcios, en el segundo milenio antes de Cristo, utilizaban una 
forma primitiva de la trigonometría, para la construcción de las 
pirámides. El Papiro de Ahmes, escrito por el escriba egipcio Ahmes 
(c. 1680-1620 aC), contiene el siguiente problema relacionado con la 
trigonometría: 

"Si una pirámide es de 250 codos de alto y el lado de su base es 
de 360 codos de largo, ¿cuál es su Seked?" 

La solución, al problema, es la relación entre la mitad del lado de la 
base de la pirámide y su altura. En otras palabras, la medida que se 
encuentra para la seked es la cotangente del ángulo que forman la base de la pirámide y su cara. 

Unidades angulares 

En la medición de ángulos, y por tanto en trigonometría, se emplean tres unidades, si bien la más utilizada en la vida 
cotidiana es el Grado sexagesimal, en matemáticas es el Radián la más utilizada, y se define como la unidad natural 
para medir ángulos, el Grado centesimal se desarrolló como la unidad más próxima al sistema decimal, se usa en 
topografía, arquitectura o en construcción. 

• Radián: unidad angular natural en trigonometría, será la que aquí utilicemos. En una circunferencia completa hay 
2jt radianes. 

• Grado sexagesimal: unidad angular que divide una circunferencia en 360 grados. 

• Grado centesimal: unidad angular que divide la circunferencia en 400 grados centesimales. 




Tablilla babilonia Plimpton 322. 



Transportador en radianes. 


Transportador en grados sexagesimales. Transportador en grados centesimales 
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Las funciones trigonométricas 

La trigonometría es una rama importante de las matemáticas dedicada al estudio de la relación entre los lados y 
ángulos de un triángulo rectángulo, con una aplicación inmediata en geometría. Con este propósito se definieron una 
serie de funciones, las que han sobrepasado su fin original para convertirse en elementos matemáticos estudiados en 
sí mismos y con aplicaciones en los campos más diversos. 


Razones trigonométricas 


El triángulo ABC es un triángulo rectángulo en 
C; lo usaremos para definir las razones seno, 
coseno y tangente, del ángulo a , 
correspondiente al vértice A, situado en el centro 
de la circunferencia. 

• El seno (abreviado como sen, o sin por 
llamarse "sínus" en latín) es la razón entre el 
cateto opuesto sobre la hipotenusa. 

CB a 

sen a = - = — 

AB c 

• El coseno (abreviado como eos ) es la razón 
entre el cateto adyacente sobre la hipotenusa, 


AC 



cosa 


AB c 

La tangente (abreviado como tan o tg ) es la 

razón entre el cateto opuesto sobre el cateto adyacente, 


CB 

tana = - 

AC 


a 

b 


Razones trigonométricas inversas 

• La Cosecante: (abreviado como esc o cosec) 
es la razón inversa de seno, o también su 
inverso multiplicativo: 

1 c 

esc a =-= - 

sen a a 

En el esquema su representación geométrica es: 
esc a = AG 

• La Secante: (abreviado como sec) es la razón 
inversa de coseno, o también su inverso 
multiplicativo: 

1 c 

sec a = -= - 

eos a b 

En el esquema su representación geométrica es: 
sec a = AD 

• La Cotangente: (abreviado como cot o cta ) es 
la razón inversa de la tangente, o también su inverso multiplicativo: 



Triángulo ABC proporcional con un ángulo inscrito en una circunferencia de 
centro A y radio 1 
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1 b 

cot a — -= — 

tana a 

En el esquema su representación geométrica es: 
cot a = GF 

Normalmente se emplean las relaciones trigonométricas seno, coseno y tangente, y salvo que haya un interés 
específico en hablar de ellos o las expresiones matemáticas se simplifiquen mucho, los términos cosecante, secante y 
cotangente no suelen utilizarse. 


Equivalencia entre las funciones trigonométricas 



Seno 

Coseno 

Tangente 

Cotangente 

Secante 

Cosecante 

senO 

senO 

Vi — cos 2 0 

tanO 

1 

V sec 2 0 — 1 

1 

Vi + tan 2 0 

Vi + cot 2 0 

secO 

cscO 

cosO 

Vi — sen 2 6 

cosO 

1 

cotO 

1 

V csc 2 0 — 1 

Vi + tan 2 0 

Vi + cot 2 0 

secO 

cscO 

tanO 

senO 

Vi — cos 2 0 

tanO 

1 

V sec 2 0 — 1 

1 

\/l — sen 2 0 

cosO 

cotO 

V csc 2 0 — 1 

cotO 

Vi - sen 2 0 

cosO 

1 

cotO 

1 

V csc 2 0 — 1 

senO 

Vi — cos 2 0 

tanO 

V sec 2 0 — 1 

secO 

1 

1 

Vi + tan 2 0 

Vi + cot 2 0 

secO 

cscO 

Vi — sen 2 0 

cosO 

cotO 

V csc 2 0 — 1 

cscO 

1 

1 

Vi + tan 2 0 

Vi + cot 2 0 

secO 

cscO 

senO 

Vi — cos 2 6 

tanO 

V sec 2 0 — 1 


Otras funciones trigonométricas 

Además de las funciones anteriores existen otras funciones trigonométricas, matemáticamente se pueden definir 
empleando las ya vistas, su uso no es muy corriente, pero si se emplean dado su sentido geométrico, veamos: 

El seno cardinal o función sinc (x) definida: 


sinc (:r) 


sin(a:) 


x 

El verseno, es la distancia que hay entre la cuerda y el arco en una circunferencia, también se denomina sagita o 
flecha, se define: 


versen a = 1 — eos a 

El semiverseno, se utiliza en navegación al intervenir en el cálculo esférico: 

versen a 

semiversen a = - 

2 


El coverseno, 

coversen a — 1 — sen a 
El semicoverseno 


coversen a 

semicoversen a = - 

2 

El exsecante: 


exsec a = sec a — 1 




Trigonometría 


7 


Funciones trigonométricas recíprocas 

En trigonometría, cuando el ángulo se expresa en radianes (dado que un radián es el arco de circunferencia de 
longitud igual al radio), suele denominarse arco a cualquier cantidad expresada en radianes; por eso las funciones 
recíproca se denominan con el prefijo arco, cada razón trigonométrica posee su propia función reciproca: 
y — sen x 

y es igual al seno de x, la función recíproca: 
x — arcsen y 

x es el arco cuyo seno vale y, o también x es el arcoseno de y. 
si: 

y — eos x 

y es igual al coseno de x, la función recíproca: 
x — árceos y 

x es el arco cuyo coseno vale y, que se dice: x es el arcocoseno de y. 
si: 

y — tan x 

y es igual al tangente de x, la función recíproca: 
x — arctan y 

x es el arco cuya tangente vale y, o x es igual al arcotangente de y. 

NOTA: Es común, que las funciones reciprocas sean escritas de esta manera: 
pero se debe tener cuidado de no confundirlas con: 


Valor de las funciones trigonométricas 

A continuación algunos valores de las funciones que es conveniente recordar: 
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Radianes 

Grados 

sexagesimales 

seno 

coseno 

tangente 

cosecante 

secante 

cotangente 



0 

0 o 

o 

II 


0 

?(±°°) 

1 

í(±oo) 

_ UL 

\ 

i 

6* 

30° 

7I_i 

2 2 

73 

2 

i 

71 

2 

2 

71 

73 



1 

4 * 

45° 

72 

2 

V2 

2 

1 

2 

71 

2 

72 

1 


k 

i 

3* 

60° 

73 

•y/í _ 1 

71 

2 

71 

2 

i 

73 



2 

2 2 


L 

1 

2* 

90° 


£-■ 

í(±°°) 

1 

í(±°°) 

0 


Para el cálculo del valor de las funciones trigonométricas se confeccionaron tablas trigonométricas. La primera de 
estas tablas fue desarrollada por Johann Müller Regiomontano en 1467, que nos permiten, conocido un ángulo, 
calcular los valores de sus funciones trigonométricas. En la actualidad dado el desarrollo de la informática, en 
prácticamente todos los lenguajes de programación existen bibliotecas de funciones que realizan estos cálculos, 
incorporadas incluso en calculadoras electrónicas de bolsillo, por lo que el empleo actual de las tablas resulta 
obsoleto. 

Sentido de las funciones trigonométricas 

Dados los ejes de coordenadas cartesianas xy, de 
centro O, y una circunferencia goniométrica 
(circunferencia de radio la unidad) con centro en 
O; el punto de corte de la circunferencia con el 
lado positivo de las x, lo señalamos como punto 
E. 

Nótese que el punto A es el vértice del triángulo, 
y o es el centro de coordenada del sistema de 
referencia: 

A = O 

a todos los efectos. 

La recta r, que pasa por O y forma un ángulo a 
sobre el eje de las x, corta a la circunferencia en 
el punto B, la vertical que pasa por B, corta al 
eje x en C, la vertical que pasa por E corta a la 
recta r en el punto D. 

Por semejanza de triángulos: 

CB _ KD 

OC ~ OE 

Los puntos E y B están en la circunferencia de centro O, por eso la distancia OE Y OB son ra dio de I a 
circunferencia, en este caso al ser una circunferencia de radio = 1, y dadas las definiciones de las funciones 
trigonométricas: 



sena = CB 
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eos a = OC 
tana = ED 

tenemos: 

sena tan a 

cosa 1 

La tangente es la relación del seno entre el coseno, según la definición ya expuesta. 


Primer cuadrante 


Para ver la evolución de las funciones trigonométricas según aumenta 
el ángulo, daremos una vuelta completa a la circunferencia, viéndolo 
por cuadrantes, los segmentos correspondientes a cada función 
trigonométrica variaran de longitud, siendo esta variación función del 
ángulo, partiendo en el primer cuadrante de un ángulo cero. 

Partiendo de esta representación geométrica de las funciones 
trigonométricas, podemos ver las variaciones de las funciones a 
medida que aumenta el ángulo a . 

Para c¿ = CL tenemos que B, D, y C coinciden en E, por tanto: 
senO = 0 
eos 0 = 1 
tan 0 = 0 

Si aumentamos progresivamente el valor de a , las distancias (JQ y 
~ED aumentarán progresivamente, mientras que QC disminuirá. 
Percatarse que el punto B es de la circunferencia y cuando el ángulo 
aumenta se desplaza sobre ella. 

El punto E es la intersección de la circunferencia con el eje x y no 
varia de posición. 

Los segmentos: QC Y CB est án limitados por la circunferencia y 
por tanto su máximo valor absoluto será 1, pero ]J no está limitado, 
dado que D es el punto de corte de la recta r que pasa por O, y la 
vertical que pasa por E, en el momento en el que el ángulo 
a = 0, 5tv rad, la recta r será la vertical que pasa por O. Dos rectas 
verticales no se cortan, o lo que es lo mismo la distancia ]£]J será 
infinita. 

El punto C coincide con A y el coseno vale cero. El punto B esta en el 
eje y en el punto más alto de la circunferencia y el seno toma su mayor 
valor: uno. 


Para un ángulo recto las funciones toman los valores: 

77 i 

sen— = 1 
2 
TI¬ 
COS — = 0 


2 

7T 

tan — = oo 
2 


No definida 


































Trigonometría 


10 



Segundo cuadrante 

Cuando el ángulo a supera el ángulo recto, el valor del seno empieza 
a disminuir según el segmento (JB , el coseno aumenta según el 
segmento Q(J , pero en el sentido negativo de las x, el valor del 
coseno toma sentido negativo, si bien su valor absoluto aumenta 
cuando el ángulo sigue creciendo. 

La tangente para un ángulo a inferior a 0, 57T rad se hace infinita en 
el sentido positivo de las y, para el ángulo recto la recta vertical r que 
pasa por O y la vertical que pasa por E no se cortan, por lo tanto la 
tangente no toma ningún valor real, cuando el ángulo supera los 0, 57r 
rad y pasa al segundo cuadrante la prolongación de r corta a la vertical 
que pasa por E en el punto D real, en el lado negativo de las y, la 
tangente BD por tanto toma valor negativo en el sentido de las y, y 
su valor absoluto disminuye a medida que el ángulo a aumenta 
progresivamente hasta los 7T rad. 

Resumiendo: en el segundo cuadrante el seno de a, (JB > disminuye 
progresivamente su valor desde 1, que toma para a = 0, 5tt rad, 
hasta que valga 0, para a = 7T rad, el coseno, Q(J , toma valor 
negativo y su valor varia desde 0 para a = 0, 57T rad, hasta -1, para 
ol — 7 r rad. 

La tangente conserva la relación: 

sena 

tana = - 

eos a 

incluyendo el signo de estos valores. 

Para un ángulo llano tenemos que el punto D esta en E, y B y C coinciden en el eje de las x en el lado opuesto de E, 
con lo que tenemos: 

sen 7T = 0 
eos 7T — — 1 
tan 7T = 0 




y 

qj 

A \ 



c o 


E x 

r D 
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Tercer cuadrante 


En el tercer cuadrante, comprendido entre los valores del ángulo 
c¿ — 7T rad a o¿ = 1, 5tt rad, se produce un cambio de los valores 
del seno, el coseno y la tangente, desde los que toman para 7T rad: 

xn Y = _1 

3tt 

eos — = 0 

2 


37T 
tan —— 
2 


oo —> No definida 


Cuando el ángulo o¿ aumenta progresivamente, el seno aumenta en 
valor absoluto en el sentido negativo de las y, el coseno disminuye en 
valor absoluto en el lado negativo de las x, y la tangente aumenta del 
mismo modo que lo hacia en el primer cuadrante. 

A medida que el ángulo crece el punto C se acerca a O, y el segmento 


Q(J , el coseno, se hace más pequeño en el lado negativo de las x. 

El punto B, intersección de la circunferencia y la vertical que pasa por 
C, se aleja del eje de las x, en el sentido negativo de las y, el seno, 


CB 


Y el punto D, intersección de la prolongación de la recta r y la vertical 
que pasa por E, se aleja del eje las x en el sentido positivo de las y, con 


lo que la tangente, ]J , aumenta igual que en el primer cuadrante 
Cuando el ángulo o¿ alcance 1, 57r rad, el punto C coincide con O y 




el coseno valdrá cero, el segmento (Jfí será igual al radio de la 

circunferencia, en el lado negativo de las y, y el seno valdrá -1, la recta r del ángulo y la vertical que pasa por E 
serán paralelas y la tangente tomara valor infinito por el lado positivo de las y. 

El seno el coseno y la tangente siguen conservando la misma relación: 
sena 


tan a =- 

eos a 

que se cumple tanto en valor como en signo, nótese que a medida que el coseno se acerca a valores cercanos a cero, 
la tangente tiende a infinito. 
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Cuarto cuadrante 

En el cuarto cuadrante, que comprende los valores del ángulo c¿ entre 
1, 57T rad y 2tt rad, las variables trigonométricas varían desde los 
valores que toman para 1, 57r rad: 

sen(l, 57r) = — 1 
cos(l, 5 7r) = 0 

tan(l, 57 t) = oo —» No definida 
hasta los que toman para 27T ra d pasando al primer cuadrante, 
completando una rotación: 

sen(2 7r) = sen 0 = 0 
cos(2 7r) = eos 0 = 1 
tan(2 7r) = tan 0 = 0 

como puede verse a medida que el ángulo a aumenta, aumenta el 
coseno Q(J en el lado positivo de las x, el seno (Jfí disminuye en el 
lado negativo de las y, y la tangente ]7¡]J también disminuye en el 
lado negativo de las y. 

Cuando a , vale 27T 5 Ü7T al completar una rotación completa los 
puntos B, C y D, coinciden en E, haciendo que el seno y la tangente 
valga cero, y el coseno uno, del mismo modo que al comenzarse el 
primer cuadrante. 

Dado el carácter rotativo de las funciones trigonométricas, se puede 
afirmar en todos los casos: 

sen a = sen(a + 2 7r tí) 
eos a = cos(a + 27rn) 
tan a = tan (a + 2 7r n) 

Que cualquier función trigonométrica toma el mismo valor si se incrementa el ángulo un número entero de 
rotaciones completas. 
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Representación gráfica 



Representación de las funciones trigonométricas en el plano (x,y), los valores en el eje x expresados en radianes. 
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Cálculo de algunos casos 


Partiendo de una circunferencia de radio uno, dividida en cuatro 


cuadrantes, por dos rectas perpendiculares, que se cortan en el 
centro de la circunferencia O, estas rectas cortan a la 


B 


r . 

circunferencia en los puntos A, B, C y D, la recta horizonte AC 
también la podemos llamar eje x y la recta vertical BD eje y. Dada 
una recta r, que pasa por el centro de la circunferencia y forma un 
ángulo a con OA, eje x, y corta a la circunferencia en F, tenemos 
que la vertical que pasa por F corta al eje x en E, la vertical que 
pasa por A corta a la recta r en G. Con todo esto definimos, como 
ya se vio anteriormente, las funciones trigonométricas: 



f) 

y/\ a 


¡G 

ct 

O 

E 

A 

para el seno: 


D 




EF _ 

sen a = = EF 

OF 

dado que: 

OF = 1 

Para el coseno: 


OE _ 

eos a = = OE 


OF 


dado que: 


OF = 1 

Para la tangente: 

tan a = 

dado que: 


EF AG 


OE OA 


AG 


OA = 1 

partiendo de estas definiciones, podemos ver algunos caso importantes: 


Para 90-a 


Si a partir del eje vertical OB trazamos la recta r a un ángulo a en 
el sentido horario, la recta r forma con el eje x un ángulo 90-a, el 
valor de las funciones trigonométricas de este ángulo conocidas las 
de a serán: 

El triángulo OEF rectángulo en E, siendo el ángulo en F a, por lo 
tanto: 
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eos a 


EF 

OF 


OF = 1 


sen (90 — a) = eos a 


EF = sen (90 — a) 
en el mismo triángulo OEF, tenemos que: 

\ 


sen a = 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (90 — a) = sen a 


OE = eos (90 — a) 

viendo el triángulo OAG, rectángulo en A, siendo el ángulo en G igual a a, podemos ver: 


tan a = 


OA 


AG 


O A = 1 


tan (90 — a) = 


1 


tan a 


AG = tan (90 — a) 


Para 90+a 


Si a partir de eje vertical OB trazamos la recta r a un ángulo a, 
medido en sentido trigonométrico, el ángulo formado por el eje 
horizontal OA y la recta r será 90+a. La prolongación de la recta 
r corta a la circunferencia en F y a la vertical que pasa por A en G. 

El triángulo OEF es rectángulo en E y su ángulo en F es a, por lo 
tanto tenemos que: 



eos a = 


OF 


EF 

OF 


sen (90 + ct) = eos a 


EF = sen (90 + a) 

En el mismo triángulo OEF podemos ver: 


sen oí = 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (90 + a) = —sen oí 


OE = —eos (90 + oí ) 

En el triángulos OAG rectángulo A y siendo a el ángulo en G, tenemos: 


tan a = 
OA = 1 


OA 

JG 


AG = —tan (90 + a) 


tan (90 + a) 


- 1 

tan oí 











































Trigonometría 


16 


Para 180-a 


Si sobre el eje horizontal OC, trazamos la recta r a un ángulo a, el 
ángulo entre el eje OA y la recta r es de 180-a, dado el triángulo 
OEF rectángulo en E y cuyo ángulo en O es a, tenemos: 



sen a 


EF 

OF 


OF = 1 


sen (180 — a) = sen a 


EF = sen (180 — a) 
en el mismo triángulo OEF: 


eos a 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (180 — a) = —eos 


a 


OE = —eos (180 — a) 

En el triángulo OAG, rectángulo en A y con ángulo en O igual a a, tenemos: 


tan a = 


AG 

OA 


O A = 1 


tan (180 — a) = —tan a 


AG = —tan (180 — a) 


Para 180+a 


Sobre la circunferencia de radio uno, a partir del eje OC con un 
ángulo a trazados la recta r, el ángulo del eje OA y la recta r es de 
180+a, como se ve en la figura. En el triángulo OEF rectángulo 


B 



en E se puede deducir: 



a ' 

(g 


c \ 

E 

o 

A 


f; 

r 






D 
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sen a 


EF 

OF 


OF=l 


sen (180 + a) = —sen a 


EF = —sen (180 + a) 
en el mismo triángulo OEF tenemos: 


eos a = 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (180 + a) = —eos 


a 


OE = —eos (180 + a) 
en el triángulo OAG, rectángulo en A, vemos que: 


tan ol = 


AG 

OA 


O A = 1 


tan (180 + a) = tan a 


AG = tan (180 + a) 


Para 270-a 


Sobre el eje OD y con un ángulo a medido en sentido horario 
trazamos la recta r. El ángulo entre el eje OA y la recta r es de 
270-a. En el triángulo OEF, rectángulo en E, tenemos: 



eos a = 


EF 

OF 


OF = 1 


sen (270 — a) = —eos a 


EF = —sen (270 — a) 

por otra parte en el mismo triángulo OEF, tenemos: 


sen ol = 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (270 — a) = —sen a 


OE = —eos (270 — a) 

en el triángulo OAG rectángulo en A, y siendo a el ángulo en G, tenemos; 


tan a 


OA 

AG 


O A = 1 


tan (270 — ct) = 


1 


tan a 


AG = tan (270 — a:) 
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Para 270+a 


Sobre el eje OD y con un ángulo a medido en sentido 
trigonométrico, trazamos la recta r. El ángulo entre el eje OA y la 
recta r es de 270+a. En el triángulo OEF, rectángulo en E, 
tenemos: 



eos a 


EF 

OF 


OF = 1 


sen (270 + a) = — eos a 


EF = —sen (270 + a) 

por otra parte en el mismo triángulo OEF, tenemos: 


sen a 


OE 

OF 


OF = 1 


eos (270 + a) = sen a 


OE = eos (270 + a) 

en el triángulo OAG rectángulo en A, y siendo a el ángulo en G, tenemos; 


tan a = 
OA = 1 


OA 


AG — —tan (270 + a) 


tan (270 + a) 


- 1 
tan a 


Para -a 


Sobre la circunferencia de radio uno, a partir del eje OA con un 
ángulo a medido en sentido horario trazados la recta r, el ángulo 
del eje OA y la recta r es de -a, o lo que es lo mismo 360-a como 
se ve en la figura. En el triángulo OEF rectángulo en E se puede 
deducir: 
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sen a 


EF 

OF 


OF = 1 


sen 


(-a) = - 


sen a 


EF = —sen (—oí) 
en el mismo triángulo OEF tenemos: 


eos a = 


OE 

OF 


OF = 1 


eos 


(-«) 


eos a 


OE = eos (— a) 
en el triángulo OAG, rectángulo en A, vemos que: 


tan a = 


AG 


O A = 1 


tan (—ex) = —tan a 


AG = —tan (— a) 


Identidades trigonométricas 

Una identidad es una igualdad en que se cumple para todos los valores permisibles de la variable. En trigonometría 
existen seis identidades fundamentales: 


Recíprocas 

sen(a) • csc(qí) = 1 
eos (a) • sec (a) = 1 
tan(a) ■ cot(a) = 1 


De división 


tan(a) 


sen(a) 

cos(a) 


Por el teorema de Pitágoras 

Como en el triángulo rectángulo cumple la 
función que: 

2 i 7 2 2 

a + b = c 

de la figura anterior se tiene que: 

sen(a) = - 
c 

f ^ h 
cos[a) = - 

c 

por tanto: 



2 2 
sen a + eos a 




a 2 + b 2 c 2 


entonces para todo ángulo a, se cumple la identidad Pitagórica: 

sen 2 a + eos 2 a = 1 
que también puede expresarse: 


1 
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tan 2 a + 1 = sec 2 a 
1 + cot 2 a = esc 2 a 


Seno y coseno, funciones complejas 

El seno y coseno se definen en matemática compleja, gracias a la fórmula de Euler como: 

sena = -—- 

2 i 

e Í0í + e~ ia 

eos a =- 

2 

Por lo tanto, la tangente quedará definida como: 

1 e iOL - e~ io¿ e ÍOi - e~ Í0i 

tana = -— = —i— -— 

i e %OL + e lOL é lcx + e 

Siendo ¿ = y/—l • 
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Función trigonométrica 


En matemáticas, las funciones trigonométricas son las funciones que se definen a fin de extender la definición de 
las razones trigonométricas a todos los números reales y complejos. 

Las funciones trigonométricas son de gran importancia en física, astronomía, cartografía, náutica, 
telecomunicaciones, la representación de fenómenos periódicos, y otras muchas aplicaciones. 



Todas las funciones trigonométricas de un ángulo 0 pueden ser construidas 
geométricamente en relación a una circunferencia de radio unidad de 
centro O. 


Conceptos básicos 

Las Razones trigonométricas se definen 
comúnmente como el cociente entre dos 
lados de un triángulo rectángulo asociado 
a sus ángulos. Las funciones 
trigonométricas son funciones cuyos 
valores son extensiones del concepto de 
razón trigonométrica en un triángulo 
rectángulo trazado en una circunferencia 
unitaria (de radio unidad). Definiciones 
más modernas las describen como series 
infinitas o como la solución de ciertas 
ecuaciones diferenciales, permitiendo su 
extensión a valores positivos y negativos, 
e incluso a números complejos. 

Existen seis funciones trigonométricas 
básicas. Las últimas cuatro, se definen en 
relación de las dos primeras funciones, 
aunque se pueden definir 
geométricamente o por medio de sus 
relaciones. Algunas funciones fueron 
comunes antiguamente, y aparecen en las primeras tablas, pero no se utilizan actualmente; por ejemplo el verseno (1 
- eos 0) y la exsecante (sec 0-1). 
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Función 

Abreviatura 

Equivalencias (en radianes) 

Seno 

sin (sen) 

sin # =-- = eos 

CSC# 

(i-*: 

i eos 6 

' cot 6 

Coseno 

eos 

eos # =-- = sin ( 

sec# ’ 

:h 

sin 6 

tanO 

Tangente 

tan 

tan # = -- = cot 

cot # 

(i-*: 

k sin 6 

' eos# 

Cotangente 

ctg (cot) 

cot 6 = -- = tan 

tan# 

a-: 

\ eos 6 

) sin# 

Secante 

sec 

sec # =-- = esc ( 

eos 6 ' 

:h 

tan# 

sin# 

Cosecante 

esc (cosec) 

esc 6 = -- = sec ( 

sin# \ 

:h 

cot # 

eos # 


Definiciones respecto de un triángulo rectángulo 

Para definir las razones trigonométricas del ángulo: a, del 
vértice A, se parte de un triángulo rectángulo arbitrario que 
contiene a este ángulo. El nombre de los lados de este 
triángulo rectángulo que se usará en los sucesivo será: 

• La hipotenusa (h) es el lado opuesto al ángulo recto, o lado 
de mayor longitud del triángulo rectángulo. 

• El cateto opuesto ( a ) es el lado opuesto al ángulo a. 

• El cateto adyacente ib) es el lado adyacente al ángulo a. 

Todos los triángulos considerados se encuentran en el Plano 
Euclidiano, por lo que la suma de sus ángulos internos es 
igual a jt radianes (o 180°). En consecuencia, en cualquier 
triángulo rectángulo los ángulos no rectos se encuentran entre 
0 y jt/2 radianes. Las definiciones que se dan a continuación 
definen estrictamente las funciones trigonométricas para 
ángulos dentro de ese rango: 

1) El seno de un ángulo es la relación entre la longitud del cateto 

opuesto a 

sin a — — - = —. 

hipotenusa h 

El valor de esta relación no depende del tamaño del triángulo rectángulo que elijamos, siempre que tenga el mismo 
ángulo o¿ , en cuyo caso se trata de triángulos semejantes. 

2) El coseno de un ángulo es la relación entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la hipotenusa: 

adyacente b 

cosa = —- = —. 

hipotenusa h 

3) La tangente de un ángulo es la relación entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente: 

opuesto a 

tana = —--= —. 

adyacente b 

4) La cotangente de un ángulo es la relación entre la longitud del cateto adyacente y la del opuesto: 

adyacente b 

cot a = —-- = —. 

opuesto a 



B 


(opuesto) 


opuesto y la longitud de la hipotenusa: 
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5) La secante de un ángulo es la relación entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto adyacente: 

hipotenusa h 

sec a — - = —. 

adyacente b 

6) La cosecante de un ángulo es la relación entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto opuesto: 

hipotenusa h 

esc a = - = —. 

opuesto a 


Funciones trigonométricas de ángulos notables 



0 o 

w 

o 

o 

45° 

60° 

O 

o 

sen 

0 

1 

2 

y/2 

2 

V3 

2 

1 

eos 

1 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

tan 

0 

V3 

3 

1 

y/3 

oo 


Definición para un número real cualquiera 

No es posible utilizar la definición dada anteriormente del seno o el coseno de a para valores de o¿ menores o 
iguales a 0 o valores mayores o iguales a Jt/2, pues no se podría construir un triángulo rectángulo tal que uno de sus 
ángulos mida o¿ radianes. Para definir los valores de estas funciones para valores comprendidos entre 0 y 2jc, se 
utilizará entonces una circunferencia unitaria, centrada en el origen de coordenadas del plano cartesiano. Se definirán 
las funciones trigonométricas seno y coseno como la abscisa y la ordenada, respectivamente, de un punto P 
perteneciente a la misma, siendo a el ángulo, medido en radianes, entre el semieje positivo x y el segmento que une 
el origen con P. 

Puede observarse que estas funciones toman valores entre -1 y 1. Nótese que para valores entre 0 y jt/2, los valores 
obtenidos para el seno y el coseno con esta definición, coinciden con los obtenidos utilizando la noción de razón 
trigonométrica. Si el valor de x esta fuera del intervalo [0,2jc], puede descomponerse como x=2kjt+x' siendo k un 
número entero y x' un valor entre 0 y 2jt. Se asignará a x los mismos valores de seno y coseno que los asignados a x', 
ya que puede interpretarse a x como un ángulo coterminal con x', y por lo tanto, las coordenadas del punto P serán 
las mismas en ambos casos. 
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Representación gráfica 



Demostración de funciones trigonométricas de la suma de dos ángulos 


Mirando la figura a la derecha se observa: 


sin(a + ( 3 ) = 


BH HE + EB 


HE EB 

+ 


AB AB AB AB 

Si HE = DG (cateto opuesto del triángulo de ángulo a ), 

HE DG . , \ 

entonces-= -. Se tiene entonces la expresión siguiente: 

AB AB 

. DG EB 
sin(a + /3) = + 


En la razón 


DG 

~AB 


AB AB 

se observa fácilmente que DG y AB pertenecen 


a triángulos diferentes, y si se multiplica tanto el numerador como el 
denominador por un lado en común a estos dos triángulos, se pueden 
obtener funciones trigonométricas: 



Construcción geométrica de la suma de dos 
ángulos 


DG DG AD 

~AB ~ ~AB AD 
EB 

Lo mismo para-: 

AB 

EB_EB BD 
~AB ~ ~AB RD 


DG AD 
AD ' AB 


= sin(o:) eos(/3) 


EB BD 
~BD ' ~AD 


= cos(q:) sin(/3) 
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Luego: 

DG EB 

sin(a + j3) = —— + —— = sin(oí) cos(/3) + cos(qí) sin(/3) 

AB AB 

sin(ct + (3) = sin(a) eos(/3) + cos(o') sin(/3) 

Como ya conocemos la función seno, es fácil encontrar las funciones restantes: 

7r 

La función coseno es una traslación de la función seno — unidades hacia la izquierda sobre el eje x : 

7T 

cos(a + ¡3) = sin(oí + (3 H—) 

z 

eos (a: + /3) = sin(o! + ((3 + ^)) 

¿i 

7r b 7T 

cos(a + f3) = sin(a) eos (¡3 H—) + sin(/3 H—) cos(a) 

2 2 
7r 

Si se traslada la función coseno — unidades hacia la izquierda, se obtiene la función negativa seno. 

cos(a + ¡3) = — sin(a) sin(/3) + cos(/3) cos(oí) 
cos(qí + (3) = cos(/3) cos(ct) — sin(oí) sin(/3) 

La función tan (a + (3) se obtiene al efectuar: 
sin(a + ¡3 ) sin(a) cos(/3) + cos(a) sin (/3) 

cos(qí + ¡3) cos(/3) cos(ct) — sin(a') sin(/3) 

. , sin(a) cos(/3)+cos(o:) sin(/3) 

sin (a -p f3j eos (a) cos(/3) 

cosía + d) — cos(/3) CQ S ( Q )- B in(a) sin(/3) 

^ ' eos (a) cos(/3) 

sin(oí + ¡3) tan(a) + tan (¡3) 

eos (a + ¡3) 

tan(a + /3) 


1 — tan(a) tan(/3) 
tan(a) + tan (¡3) 

1 — tan(a) tan (¡3) 


Funciones trigonométricas de ángulo doble 


Sabiendo las funciones trigonométricas de la suma de dos ángulos, se pueden determinar las funciones 
trigonométricas de ángulo doble al plantear que c¿ = (3 

Para la fórmula del coseno del ángulo doble se pueden presentar otras dos formas alternativas con el uso de las 
identidades pitagóricas: Con virtiendo eos (oí) a términos de sin(ct) , o con virtiendo a términos de eos (a): 

cos(2c*) = 2 cos 2 (qí) — 1 

Para la tangente del ángulo doble se procede de la misma manera: 


tan(a + ¡3) 


tan(2a) = 


tan(a) + tan (/?) 

1 — tan(a) • tan(/3) 
2 tan(a) 

1 — tan 2 (a) 
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Definiciones analíticas 

La definición analítica más frecuente dentro del análisis real se hace a partir de ecuaciones diferenciales. Usando la 
geometría y las propiedades de los límites, se puede demostrar que la derivada del seno es el coseno y la derivada del 
coseno es el seno con signo negativo. (Aquí, como se hace generalmente en cálculo, todos los ángulos son medidos 
en radianes.) 

S\x) = C(x) 5(0) = 0 
C'(x) = -S(x) C( 0) = 1 

El teorema de Picard-Lindelóf de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales lleva a que existen las 
funciones anteriores que se llaman respectivamente seno y coseno, es decir: 

cosx = <7(x), sinx = S(x) 

Esta definición analítica de las funciones trigonométricas permite una definición no-geométrica del número jt, a 
saber, dicho número es el mínimo número real positivo que es un cero de la función seno. 

Series de potencias 

A partir de las definición anterior pueden establecerse que las funciones seno y coseno son funciones analíticas cuya 
serie de Maclaurin viene dada por: 

(-1)* x 2fe+1 x x 3 x 5 x 7 

(2Jfc + l)! Tí ~ 3Í + 5Í ~ 7Í 

(~l) k x 2k _ 1 x 2 x 4 x 6 

(2fc)! ÓT“ 2Í + 4 !~ 6Í 

Estas identidades son a veces usadas como las definiciones de las funciones seno y coseno. Con frecuencia se 
utilizan como el punto de partida para el tratamiento riguroso de las funciones trigonométricas y sus aplicaciones 
(por ejemplo en las Series de Fourier), debido a que la teoría de las series infinitas puede ser desarrollada a partir de 
la base del sistema de números reales, independientemente de cualquier consideración geométrica. La 
diferenciabilidad y continuidad de estas funciones es entonces establecida a partir de las definiciones de series por si 
misma. 

Relación con la exponencial compleja 

Existe una relación importante entre la exponenciación de números complejos y las funciones trigonométricas: 

e tx — eos x + i sin x 

Esta relación puede probarse usando el desarrollo en serie de Taylor para la función exponencial y el obtenido en la 
sección anterior para las funciones seno y coseno. Separando ahora en parte real e imaginaria en la expresión anterior 
se encuentran las definiciones de seno y coseno en términos de exponenciales complejas: 

e ix + e -ix . _ e -ix 

eos x = --- sin x = -—- 

2 2 i 


sinx = 

k =o 

oc 

COSX = 

fc =0 
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A partir de ecuaciones diferenciales 

Las funciones seno y coseno satisfacen la igualdad: 

y" = -y- 

Es decir, la segunda derivada de cada función es la propia función con signo inverso. Dentro del espacio funcional de 
dos dimensiones V, que consiste en todas las soluciones de esta ecuación, 

• la función seno es la única solución que satisface la condición inicial (t/(0),s/(0))=(l,0) y 

• la función coseno es la única solución que satisface la condición inicial 0/(O),?/(O))=(O,l). 

Dado que las funciones seno y coseno son linearmente independientes, juntas pueden formar la base de V. Este 
método para definir las funciones seno y coseno es esencialmente equivalente a utilizar la fórmula de Euler. Además 
esta ecuación diferencial puede utilizarse no solo para definir al seno y al coseno, con ella también se pueden probar 
las identidades trigonométricas de las funciones seno y coseno. 

Además, la observación de que el seno y el coseno satisfacen y" = -y implica que son funciones eigen del operador 
de la segunda derivada. 

La función tangente es la única solución de la ecuación diferencial no lineal 

y' = 1 + y 2 

satisfaciendo la condición inicial y(0) = 0. Existe una interesante prueba visual de que la función tangente satisface 
esta ecuación diferencial. 


Funciones trigonométricas inversas 

Las tres funciones trigonométricas inversas comúnmente usadas son: 

• Arcoseno es la función inversa del seno de un ángulo. El significado geométrico es: el arco cuyo seno es dicho 
valor. 


La función arcoseno real es una función [— 1 , 1 ] —> [ 0 , 27 t ) , es decir, no está definida para cualquier número real. 
Esta función puede expresarse mediante la siguiente serie de Taylor: 

7r 

2 


x = — 1 


arcsin(x) = < 


1 x 3 1 ■ 3 x 5 1 ■ 3 ■ 5 x 7 
x + ~+ -—:—+ ■ ■. -1 < x < 1 


2 3 2-4 5 2 - 4-6 7 


+ - 


7T 


X — 1 


Arcocoseno es la función inversa del coseno de un ángulo. El significado geométrico es: el arco cuyo coseno es 
dicho valor. 


Es una función similar a la anterior, de hecho puede definirse como: 


7T 


arccos(x) = — — arcsin(x) 

Arcotangente es la función inversa de la tangente de un ángulo. El significado geométrico es: el arco cuya 
tangente es dicho valor. 


A diferencia de las anteriores la función arcotangente está definida para todos los reales. Su expresión en forma de 
serie es: 


arctan(:c) 


x 3 x 5 x 7 

x - 5“ + T- Í7 + ■ ■ ■ 

Ó O i 

7T 1 1 1 

2 x~^~ 3x 3 5x 5 


\x\ < 1 

+ con x > 1, — con x < — 1 
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Generalizaciones 

• Las funciones hiperbólicas son el análogo de las funciones trigonométricas para una hipérbola equilátera. Además 
el seno y coseno de un número imaginario puro puede expresarse en términos de funciones hiperbólicas. 

• Las funciones elípticas son una generalización biperiódica de las funciones trigonométricas que en el plano 
complejo sólo son periódicas sobre el eje real. En particular las funciones trigonométricas son el límite de las 
funciones elípticas de Jacobi cuando el parámetro del que dependen tiende a cero. 

Historia 

El estudio de las funciones trigonométricas se remonta a la época de Babilonia, y gran parte de los fundamentos de 
trigonometría fueron desarrollados por los matemáticos de la Antigua Grecia, de la India y estudiosos musulmanes. 

El primer uso de la función seno (sin(-)) aparece en el Sulba Sufras escrito en India del siglo VIII al VI a. C. Las 
funciones trigonométricas fueron estudiadas por Hiparco de Nicea (180-125 a. C.), Aryabhata (476-550), 
Varahamihira, Brahmagupta, al-Khwarizmi, Abu'l-Wafa, Ornar Khayyam, Bhaskara II, Nasir al-Din Tusi, 
Regiomontanus (1464), Ghiyath al-Kashi y Ulugh Beg (Siglo XIV), Madhava (ca. 1400), Rheticus, y el alumno de 
éste, Valentin Otho. La obra de Leonhard Euler Introductio in analysin infinitorum (1748) fue la que estableció el 
tratamiento analítico de las funciones trigonométricas en Europa, definiéndolas como series infinitas presentadas en 
las llamadas "Fórmulas de Euler". 

La noción de que debería existir alguna correspondencia estándar entre la longitud de los lados de un triángulo siguió 
a la idea de que triángulos similares mantienen la misma proporción entre sus lados. Esto es, que para cualquier 
triángulo semejante, la relación entre la hipotenusa y otro de sus lados es constante. Si la hipotenusa es el doble de 
larga, así serán los catetos. Justamente estas proporciones son las que expresan las funciones trigonométricas. 

Enlaces externos 

• http: //matemáticas. redy c. com/wiki/doku. php ?id=editores: j orgitoteleco: exponencial_complej a 

• Herramienta didáctica para explicar las funciones trigonométricas ^ 

Referencias 

[ 1 ] http: //www. touchmathematics. org/topic s/trigonometry 



Identidades trigonométricas 


29 


Identidades trigonométricas 


Una identidad trigonométrica es una 

igualdad entre expresiones que 
contienen funciones trigonométricas y 
es válida para todos los valores del 
ángulo en los que están definidas las 
funciones (y las operaciones 
aritméticas involucradas). 

Notación: se define eos a, sen a, 
otros; tales que sen 2 a es (sen a) 2 . 




Identidades trigonométricas fundamentales, y cómo convertir de una función 
trigonométrica a otra. 
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Relaciones básicas 


Relación pitagórica 

sen 2 # + eos 2 6 = 1 

Identidad de la razón 

sen 6 

tan# = -- 

eos 6 


De estas dos identidades, se puede extrapolar la siguiente tabla. Sin embargo, nótese que estas ecuaciones de 
conversión pueden devolver el signo incorrecto (+ ó -). Por ejemplo, si sen 6 = 1/2 la conversión propuesta en la tabla 
indica que eos 6 = \/l-sen 2 0=^/2, aunque es posible que eos 6 = -\/3/2. Para obtener la única respuesta correcta se 
necesitará saber en qué cuadrante está 0. 


Funciones trigonométricas en función de las otras cinco. 


En términos de 


eos 

tan 

cot 

sec 

CSC 


sen 6 

Vi — eos 2 # 

tan# 

1 

V sec 2 # — 1 

1 

V 1 tan 2 # 

Vi + cot 2 # 

sec# 

CSC# 

eos# 

Vi — sen 2 # 

eos# 

1 

cot # 

1 

V CSC 2 # — 1 

V 1 “h tan 2 # 

Vi + cot 2 # 

sec# 

CSC# 

tan# 

sen# 

Vi — COS 2 # 

tan# 

1 

V sec 2 # — 1 

1 

\/l — sen 2 # 

eos# 

cot # 

V CSC 2 # — 1 

cot 9 

Vi — sen 2 # 

eos# 

1 

cot # 

1 

V CSC 2 # — 1 

sen# 

Vi — eos 2 # 

tan# 

V sec 2 # — 1 

sec 6 

1 

1 

yj 1 + tan 2 # 

Vi + cot 2 # 

sec # 

CSC# 


eos# 


Vi — sen 2 # 

cot # 

V CSC 2 # — 1 

esc 6 

1 

1 

Vi + tan 2 # 

yjl + cot 2 # 

sec# 

CSC # 

sen# 



Vi — eos 2 # 

tan# 

V sec 2 # — 1 


De las definiciones de las funciones trigonométricas: 

sena: 1 eos x 


tana: 


sec x = 


cosa: 

1 


cota: 


esc a: = 


tana: 

1 


sena: 


eos x sena: 

Son más sencillas de probar en la circunferencia trigonométrica o goniométrica (que tiene radio igual al): 


sen(a:) = sen(x + 27r) 

eos (a:) = i 

sen(— x) = sen(x + 7r) 

cos(-x) 

tan(— x) = —tan(x) 

ii 

o 

o 

sen(3:) = eos — x'j 

cos (a:) = 


A veces es importante saber que cualquier combinación lineal de una serie de ondas senoidales que tienen el mismo 
período pero están desfasadas, es también una onda senoidal del mismo período pero con un desplazamiento de fase 
diferente. Dicho de otro modo: 


asen(x) + bcosix) = \¡c? + b 2 • sen (x + arctan — ) 

V a J 


sen 2 ( x) + eos 2 (x) = 1 

Es llamada identidad trigonométrica fundamental, y efectuando sencillas operaciones permite encontrar unas 24 
identidades más, muy útiles para problemas introductorios del tipo conocido el valor de la función seno, obtenga el 
valor de las restantes (sin tabla ni calculadora). 
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Por ejemplo, si se divide ambos miembros por eos 2 , se tiene: 

tan 2 (x) + 1 = sec 2 ( x ) 

Calculando la recíproca de la expresión anterior: 

cot 2 (x) + 1 = esc 2 ( x ) 

Entonces puede expresarse la función seno según alguna otra conocida: 

1 


sen(x) = y / T^cos^(x) 

1 


sen 




y/l + cot 2 (a;) 


sen(x) = 


\/l + tan 2 (x) 
sen(x) = - yj sec 2 (x) — 1 


seca: 


Ejemplo 2: 

Utilizando la identidad 


sec 2 (í) — tan 2 (t) = 1 

sec 2 (í) = 1 + tan 2 (í) 
Entonces: 

Pero 


sec 2 (í) = 


1 

eos 2 (í) 


sustituimos en (*): 

Realizamos las operaciones necesarias y queda: 
Entonces los cosenos se hacen 1 y queda 
Y queda demostrado. 

El resto de las funciones se realiza de manera análoga. 


Teoremas de la suma y diferencia de ángulos 


Pueden demostrarse según la Fórmula de Euler o mediante la proyección de ángulos consecutivos. La identidad de la 
tangente surge del cociente entre coseno y seno, y las restantes de la recíproca correspondiente. 

sen(* ± y) = sen(x) cos(y) ± cos(*)sen(?/) 
cos(* ± y) = cos(zr) eos (y) =F sen(*)sen(y) 

tañí* ±v)= tan (*) ¿ tan (v) 

( V) lTtan(x)tan {y) 

De lo que se sigue para determinados ángulos suplementarios: 

sen(7r ± x) = =Fsen(a:) 
eos ( 7 r ± x) = — cos(:r) 
tan(7r ± x) = =b tan(x) 
csc(7r ± x) = =F csc(x) 

Para ángulos complementarios: 


sen 

eos 

tan 



= cos(x) 
= sen(x) 
= cot(x) 



Identidades trigonométricas 


32 


CSC 

sec 

cot 


— — x^j = sec(x) 

(Z - x ) = csc ( x ) 


Para ángulos opuestos: 


sen (—x) = —sen (x) 
eos (—x) = eos (x) 
tan(—x) = — tan(x) 
esc (—x) = — esc (x) 
sec (—x) = sec (x) 
cot (—x) = — cot (x) 


Identidades del ángulo múltiple 

Si T es el ft-simo Polinomio de Chebyshev entonces 

cos(rax) = T n (cos(x)). 

Fórmula de De Moivre: 

cos(n:r) + ¿senario;) = (cos(x) + isen(x)) n 

Identidades del ángulo doble, triple y medio 

Pueden obtenerse remplazándolo y por x (o sea sen(:r + x) = sen(2x) ) en las identidades anteriores, y usando 
el teorema de Pitágoras para los dos últimos (a veces es útil expresar la identidad en términos de seno, o de coseno 
solamente), o bien aplicando la Fórmula de De Moivre cuando ri = 2- 


Fórmula del ángulo doble 

sen20 = 2sen0 eos 6 

2 tan# 

1 + tan 2 6 

eos 2 6 = eos 2 Q — sen 2 0 
= 2 eos 2 6 — 1 
= 1 — 2 sen 2 (9 

1 — tan 2 6 

1 + tan 2 6 

^ 2 tan# 

tan 2 6 =- k— 

1 - tan 2 9 

cot # — tan# 

cot 2# =- 

2 

Fórmula del ángulo triple 

sen30 = 3sen0 — 4sen 3 (9 

eos 36 = 4 eos 3 6 — 3 eos 6 

3 tan# — tan 3 # 

tan 3# = - ñ - 

1 — 3 tan 2 0 


Fórmula del ángulo medio 

a /1 — eos 6 

sen 2 = ± y 2 

ñ /1 + eos 6 

cos 2 =± Y 2 

tan | = esc # — cot # 

/1 — eos # 

V 1 + COS # 

sen# 

1 + eos # 

cot | = CSC # + cot # 
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Producto infinito de Euler 



Identidades para la reducción de exponentes 

Resuelve las identidades tercera y cuarta del ángulo doble para cos 2 (x) y sin 2 (x). 


Seno 

o „ 1 — eos 29 

sen 2 # = 

2 

n „ 3sen0 — sen30 
sen 3 0 = 

4 


Coseno 

2 a 1 + eos 20 

0 ^ 3 eos 9 + eos 3 9 

Ñ — 

c 10 eos 9 + 5 eos 39 -|- eos 5^ 

eos u — _ 

2 

LUs U — 

4 

c °s e - 16 

Otros 

2 2 1 — eos A6 

sen 9 eos 9 = --- 

8 

0 0 ^ sen 3 20 

sen' 9 eos 9 = —-— 

8 



Paso de producto a suma 

Puede probarse usando el teorema de la suma para expandir los segundos miembros. 

cos(x + y) + cos(x - y) 
cos{x) eos {y) = --- 

cos(x -y)- cos(x + y) 
sen (x) sen (y) =--- 

sen(x + y) + sen(x - y) 
sen(x) eos (y) =--- 

sen(x + y) - sen(x - y) 
cos(x}sen(y) =--- 

Deducción de la identidad 

cos(x + y) + cos(x - y) 
cos{x) eos {y) = --- 

Sabemos por el teorema de la suma y la resta que: 

eos (a; ± y) = cos(x) eos (y) =F sen (x) sen (y) 

Si separamos la suma de la resta quedan entonces los dos posibles casos: 

1) : cos(x + y) = cos(a:) cos(y) — sen(x)sen(y) 

2) : cos(x — y) = cos(:r) cos(y) + sen(x)sen(y) 

Si tomamos la ecuación 1) y despejamos cos(x)cos(y) nos queda que: 

3) : cos(:r) eos (y) = cos(x + y) + sen(x)sen (y) 

Y si sumamos el miembro de la derecha de la ecuación 2) al miembro izquierdo de la ecuación 3), y para mantener la 
igualdad se suma el lado izquierdo de la ecuación 2) en el lado derecho de la ecuación 3). (Recuerda que si se suma 
un elemento a ambos lados de la ecuación se mantiene la misma), quedaría: 

cos(x) cos(y)+sen(x)sen(y)+cos(x) cos(y) = cos(x+y)+sen(x)sen(y)+cos(x— y) 

Simplificando el elemento sin(x)sin(y) y sumando cos(x)cos(y) quedaría: 

2 cos(x) eos (y) = cos(x + y) + cos(:z; — y) 

Y por último multiplicando ambos lados de la ecuación por V 2 queda: 

cos(x + y) + cos(a: — y) 


cos(:r) cos(y) 


2 
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Nota 1: este procedimiento también se puede aplicar para demostrar el origen de las otras dos ecuaciones 
simplemente cambiando los valores. 

Nota 2: Usando 3) y el resultado anterior se obtiene también: 

, x , x cos(x - y) - cos(x + y) 
sen (x) sen (y) = - - - 

Notar el cambio de signo. 


Paso de suma a producto 

Reemplazando v por (a + b) / 2 e "y por (a — b) 1 2 en las identidades de producto a suma, se tiene: 


sen (a) + sen(&) = 2sen | 
cos(a) + cos(6) = 2 eos 


a + b\ ( a — b' 
eos 


. 2 , 

a + 


v 2 

'a-b' 


eos 


cos(a) — cos(6) = —2sen f —) sen 


sen(a) — sen(fe) = 2 eos ^ 


V 2 

a ~b b 


sen 


2 ; 

ía-b N 
a — b 


Paso de diferencia de cuadrados a producto 

Deducción 

1) recordando:que cateto opuesto sobre cateto adyacente 

multiplicando 

Sabemos que: 

el la primera ecuación transponemos eos 2 (x) y en la segunda sin 2 ( y ) 
De tal manera que obtendremos: 
aplicando esto en la ecuación inicial 
multiplicando 

De una manera análoga se halla el segundo teorema. 


Eliminar seno y coseno 


A veces es necesario transformar funciones de seno y coseno para poderlas sumar libremente, en estos casos es 
posible eliminar senos y cosenos en tangentes. 


sen(x) = 


tan (x) 


y/l + tan 2 (x) 


1 — tan 2 ( 

eos (x) = - 7 — r- 

1 + tan 2 ( 2 a ') 


2 tan Qx) 
1 + tan 2 



Identidades trigonométricas 


35 


Funciones trigonométricas inversas 


arctan(.r) + arccot(x') 


í 7r/2, si x > 0 
7r/2, si x < 0 ’ 


arctaii(.x-) + arctan(y) = arctan 


í z + y \ 

\l-xy) 


Composición de funciones trigonométricas 


sin(arccos(x)) = \/í — x 2 
sin(arctan(x)) = 

tan(arcsin(x)) = 


y/l + x 2 
x 


Vi 


\J 1 - X 2 

tan(arccos(xJJ = - 

x 

cos(arctan(a:)) = . 

Vl + x 2 

cos(arcsin(x)) = \¡\ — x 1 


Fórmula de productos infinitos 


Seno 


sen hx = 


00 / 2 \ 

~2(‘-á0 

71=1 V 
OO 

n«(?) 


Coseno 


3 x= n o 


7T 2 (n - ¿) 2 


cosh. x = I 1 + 


7r 2 (n - l) 2 


Fórmula de Euler 

é lx = cos(x) + isen(x) 
e~ tx = cos(x) — ¿sen(x) 

Inicio del teorema del Coseno 

Los Elementos de Euclides, que datan del siglo III a. C., contienen ya una aproximación geométrica de la 
generalización del teorema de Pitágoras: las proposiciones 12 y 13 del libro II, tratan separadamente el caso de un 
triángulo obtusángulo y el de un triángulo acutángulo. La formulación de la época con la ausencia de funciones 
trigonométricas y del álgebra obligó a razonar en términos de diferencias de áreas Por eso, la proposición 12 
utiliza estos términos: 

«En los triángulos obtusángulos, el cuadrado del lado opuesto al ángulo obtuso es mayor que los cuadrados de 
los lados que comprenden el ángulo obtuso en dos veces el rectángulo comprendido por un lado de los del 
ángulo obtuso sobre el que cae la perpendicular y la recta exterior cortada por la perpendicular, hasta el ángulo 
obtuso.» 

Euclides, Elementos 

Siendo ABC el triángulo, cuyo ángulo obtuso está en C, y BEL la altura respecto del vértice B (cf. Fig. 2 contigua), la 
notación moderna permite formular el enunciado así: 
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AB 2 = CA 2 + CB 2 + 2 CA CH 

Luego, con la trigonometría árabe-musulmana de la Edad Media el 
teorema evoluciona a su forma y en su alcance: el astrónomo y 
matemático al-Battani generalizó el resultado de Euclides en la 
geometría esférica a principios del siglo X, lo que permitió efectuar los 
cálculos de la distancia angular entre el Sol y la TierraFue 
durante el mismo período cuando se establecieron las primeras tablas 
trigonométricas, para las funciones seno y coseno. Eso permitió a 
Ghiyath al-Kashi,^ matemático de la escuela de Samarcanda, de poner 
el teorema bajo una forma utilizable para la triangulación durante el siglo XV. La propiedad fue popularizada en 

1-7I 

occidente por Frangois Viéte quien, al parecer, lo redescubrió independientemente. 

Fue a finales del siglo XVII cuando la notación algebraica moderna, aunada a la notación moderna de las funciones 
trigonométricas introducida por Euler en su libro Introductio in analysin infinitorum , permitieron escribir el teorema 

r8 i 

bajo su forma actual, extendiéndose el nombre de teorema (o ley) del coseno. 


A 



Fig. 2 - Triángulo ABC con altura BH. 


Teorema del seno 

En todo triángulo se da la siguiente relación entre la longitud de sus lados a, b y c y el seno de sus respectivos 
ángulos opuestos A, B y C 

abe 
sen(^4) sen (B) sen(C) 


Demostración 


Dado el triángulo ABC , denotamos por O su 
circuncentro y dibujamos su circunferencia 
circunscrita. Prolongando el segmento BO hasta 
cortar la circunferencia, se obtiene un diámetro BP. 

Ahora, el triángulo BBC es recto, puesto que BP es 
un diámetro, y además los ángulos A y P son 
iguales, porque ambos son ángulos inscritos que 
abren el segmento BC (Véase definición de arco 
capaz). Por definición de la función trigonométrica 
seno, se tiene 


sen A = sen P = 


BC 

~BP 


a 

2 R 


donde R es el radio de la circunferencia. Despejando 
2R obtenemos: 


a 


= 2 R 



sen A 

Repitiendo el procedimiento con un diámetro que 

pase por A y otro que pase por C, se llega a que las tres fracciones tienen el mismo valor 2R y por tanto son iguales. 
La conclusión que se obtiene suele llamarse teorema de los senos generalizado y establece: 
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Para un triángulo ABC donde a, b, c son los lados opuestos a los ángulos A, B, C respectivamente, si R denota el radio de la circunferencia 
circunscrita, entonces: 


sen A sen B sen C 

Puede enunciarse el teorema de una forma alternativa: 

En un triángulo, el cociente entre cada lado y el seno de su ángulo opuesto es constante e igual al diámetro de la circunferencia circunscrita. 


Aplicación 

El teorema del seno es usado con frecuencia para resolver problemas en los que se conoce un lado del triángulo y dos 
ángulos y se desea encontrar las medidas de los otros lados. 

Definiciones exponenciales 


Función 

Función inversa 

i9 _ -i9 

sen# = - 

2 i 

aresin x = — i ln ^ ix + s/\ — x 2 j 

e ‘0 + e -iB 

eos u = - 

2 

árceos x = — i ln (^x + \J x 1 — 1^ 

i9 _ -i9 

tan 0 = 

i(e l ° + e x6 ) 

¿Inferí 

arctana: = -^ — 

2 

2 i 

csc0 = éo^e-ie 

árcese a: = — zln ^ + ^/l — 

n 2 
sec 8 = 

e ld + e~ l& 

arcseca: = — zln ^ + yjl — 

„ i(e iB + e~ ie ) 
COt0 = e ’B — e -’0 

j V i-\-x / 

arccotx = - 1 — 

2 

cis 6 — e %e 

lux 

areeis x — —— 

i 
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Enlaces externos 

• Algunas identidades extras mas varios ejercicios resueltos, (http://www.wikimatematica.org/index. 
php?title=Identidades_trigonométricas) 

• Prueba visual del seno de la suma. Prueba visual del teorema del seno, (http://www.rinconmatematico.com) 

• Trigonometría Fácil: El Hexágono Trigonométrico. (http://www.youtube.com/watch?v=uvSsFPLXCJw) 

• Tabla de Identidades Trigonométricas para IMPRIMIR, (http://neoparaiso.com/imprimir/ 
identidades-trigonometricas. html) 


Función hiperbólica 


Las funciones hiperbólicas son análogas a las funciones trigonométricas. Estas son: 
El seno hiperbólico 


sinh(x) 


El coseno hiperbólico 

e x -T e~ x 
cosh(x) = --- 

La tangente hiperbólica 

sinh(x) 


tanh(x) = 


cosh(x) 


y otras líneas: 


„ , coshía:) 
coth(:c) = - w 


secli(x) = 


sinh(x) 

(cotangente hiperbólica ) 

1 


cosh.(x) 

(,secante hiperbólica) 

csch(x) = 

smh(x) 

(cosecante hiperbólica) 

Relación entre funciones 
hiperbólicas y funciones 
circulares 

Las funciones trigonométricas sin(í) y cos(í) 
pueden ser las coordenadas cartesianas (x,y) 
de un punto P sobre la circunferencia 
unitaria centrada en el origen, donde es t el 
ángulo, medido en radianes, comprendido 




Curvas de las funciones hiperbólicas csch, sech y coth 
entre el semieje positivo X , y el segmento OP, según las siguientes igualdades: 
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También puede interpretarse el parámetro t como la longitud del arco de circunferencia unitaria comprendido entre el 
punto (1,0) y el punto P, o como el doble del área del sector circular determinado por el semieje positivo X , el 
segmento OP y la circunferencia unitaria. 


De modo análogo, podemos definir las funciones hiperbólicas, como las coordenadas cartesianas (v,y) de un punto P 
de la hipérbola equilátera, centrada en el origen, cuya ecuación es 



siendo t el doble del área de la región comprendida entre el semieje positivo X , y el segmento OP y la hipérbola, 
según las siguientes igualdades: 


{ x[t ) = coshí 
y(t) = sinhí 

Sin embargo, también puede demostrarse que es válida la siguiente descripción de la hipérbola: 


x(t) = 

y(t) = 


é + e * 
2 

é - e- ¿ 


dado que 


é + e 


' é — e -i \ 2 


1 


De modo que el coseno hiperbólico y el seno hiperbólico admiten una representación en términos de funciones 
exponenciales de variable real: 

é + e~ l 


eos. 


h(t) = 


sinh(í) = 


e* - e- ¿ 


Relaciones 


Ecuación fundamental 

cosh 2 (x) — sinh 2 (x) = 1 

Duplicación del argumento 

cosh(2x) = cosh 2 (x) + sinh 2 (x) 
sinh(2:r) = 2sinh(x) cosh(:r) 

Derivación e integración 

—(cosh(x)) = sinh.(x) 
dx 

— (sinh(x)) = cosh(x) 
dx 

Además la integración al ser la operación inversa de la derivación es trivial en este caso. 

La derivada de sinh(x) está dada por cosh(x) y la derivada de cosh(x) es sinh(x). El gráfico de la función cosh(x) se 
denomina catenaria. 
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Inversas de las funciones hiperbólicas 

Las funciones recíprocas de las funciones hiperbólicas son: 

arcsinh.(x) = ln(x + \¡ x 2 + 1) 
arccosh(z;) = ln(:r ± \/x 2 — 1) 


arctanh(x) = ln 
arccoth(x) = ln 
arcsech(x) = ln 
arccsch(x) = ln 


y/l — x 2 \ 

1 — x J 

(^) = 
^1 ± y/i — X 2 ' 

/1 ± \/l + x 2 




V - ) 

Las series de Taylor de las funciones inversas de las funciones hiperbólicas vienen dadas por: 

1 • 3\ x 5 
2^4 / T " 


. , v . 1\ x 3 

asmh(x) = x - - — + 


27 3 


1 • 3 • 5\ x 7 
2-4-6 7 Y + 


^/(-l)»(2n)!\ x 2 ^ 1 

asmh(x) = ^ 


acosh(x) = ln 2 — (| 


1\ x 


-2 


+ 


n + 1) 

1 • 3\ X" 4 


, |x| < 1 


2-4 


+ 


1 -3-5\ x- 6 


2-4-6 


+ ••■) = 


, / n , o Y 2 ' /(—l)"(2n)!\ x- 2 " 
acosh(x) = ln 2 — > ( . , ) . , x > 1 

" V 2 2ri (n!) 2 / (2n) ’ 

x 3 x 5 x 7 

atanh(x) = x + — + — + — H-= 

ó O i 


°° x 2n+1 


Ixl < 1 


atanh(x) = g ^^TI) 


acsch(x) = asinh(x l ) = x 1 — | 


1\ x 


1 -3\ x- 


1 - 3-5\ x- 


2-4 


2-4-6 


+■•■ = 


acscf 



x -(2n+l) 

V 2 2ri (n!) 2 ) 

^ (2n + 1) ’ ^ 


asech(x) = acosh(x = ln2-(Q^j ~^ + 

asech(x) = ln2 - V ( ( ~ 1) " ( ^ )i ) ^,0 < x < 1 
w ^ \ 2 2n (n\) 2 ) (2n) 

X ^ X ^ X ^ 

acoth(:r) = atanh(a: _1 ) = x~ x H—-—|--— t— — — )-■•• = 

o o / 


1 ■ 3 ■ 5\ x 6 
2-4-67 6 


acoth(x) = y — -— 


, |x| > 1 
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Relación con la función exponencial 

De la relación del coseno y seno hiperbólico se pueden derivar las siguientes relaciones: 
e x = cosh x + sinli x 

y 

e~ x = cosh x — sinh x. 

Estas expresiones son análogas a las que están en términos de senos y cosenos, basadas en la fórmula de Euler, como 
suma de exponenciales complejos. 

Enlaces externos 

• Teorema Fundamental de la Trigonometría Hiperbólica ^ 

Referencias 

[1] http://www.foro.resuelveproblemas.com/Matematicas-Teorema-Fundamental-de-la-Trigonometr%C3%ADa-Hiperb%C3%B31ica 


Anexo:Integrales de funciones trigonométricas 


La siguiente es una lista de integrales de funciones trigonométricas y su correspondiente simplificación. 


Integrales que contienen solamente sen 


sin ex dx — — eos ex 
c 

7,-1 ex eos ex n — 1 


/ 
/ si 
/ 


sin n ex dx = 


sin 


x sin ex dx = 


nc 

sin ex x eos ex 


r 

H-/ sin 71-2 ex dx (para n > 0) 

n J 


/ x n i 

X a sin ex dx — -eos ex H— / x n eos ex dx 


(ex) 


c f' 

2i+l 


(para n > 0) 


r sin ex ^ • 

J X ^ (2-¿ -|- 1) • (2¿ + 1)! 

/ sin ex sin ex c f 

x n (n — lia;™ -1 n — 1 J 

/ 

/ s 


dx 1 

—- = - ln 

sin ex c 


(n-l) 

ex 
tan — 
2 


eos ex 

rpTh 1 


dx 


dx 


eos ex 


/ 

/ 


sin 71 ex 

c(n - 

-1) 

sin” 1 ex 

dx 

1 

tan 

(ex 

7T 

T _ 

1 ± sin ex 

c 

\ 2 T 4, 

x dx 

X 

cot 

(- 

CX 

1 — sin ex 

c 

\4 

' y 

sin ex dx 



1 / 7T 


+ 


77.-2 


— í~. 

— 1 J si 


dx 


sin 71 2 ex 


(para n > 1) 


1 ± sin ex 


2 l 
H—ñ 
c ¿ 


S m(í- 


ex 

Y 


±x + - tan -T- 


sincixsinc 2 x dx = 


sin(ci — C 2 )x sin(ci + C 2 )x 
2(ci - c 2 ) 2(ci + c 2 ) 


(para |ci| ^ |c 2 |) 
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Integrales que contienen solamente eos 


eos ex dx — - sin ex 
c 


eos ex x sin ex 
x eos ex dx = ---1- 


x n eos ex dx 
eos ex 


x 

eos ex 
x n 
dx 


= -ln 
eos ex e 

dx 


/ 

/ c ° s ” 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


ex dx = 


eos 71 1 ex sin ex 


+ 


n 


ríe 


n 


-s 


eos 71 2 ex dx (para n > 0) 


tr c 

x 71 sin ex 


nf 

— J x sin ex dx 


da; = ln |ca:| + ^(-l) 1 -^ ^ 


,71—1 ( 
2¿ 


2i • (2¿)! 


da: 


eos ex 


(n — l)x n_1 
tan ( 


n 


- f ^dx (para n ^ 1) 

1 J x "- 1 v ’ 


(CX 7T 

(t + 4 


sin ex 


eos 71 ex 
dx 

1 + eos ex 
dx 


c{n — l)cos n 1 cx 


+ 


n — 2 


G?X 


n 


— z tía: 

— 1 7 eos 71- 


ex 


1 ex 

- tan — 
c 2 

1 ex 

--= — cot — 

1 — eos ex c 2 


x dx 


re n 2, 

— tan cx2 H—- In 
c 


ex 


eos 


ex 


sin 


1 + eos ex 

x dx x 2 

--=-cot cx2 + — ln 

1 — eos ex x c ¿ 

eos ex dx 1 ex 

--= x-tan — 

1 + eos ex c 2 

eos ex dx 1 ex 

--= —x-cot — 

1 — eos ex c 2 

sin(ci — C 2 )x sin(ci + C 2 )x 

coscixcosc 2 X dx — ——7---1-—--— 

2( Cl -e 2 ) 2 ( Ci + c 2 ) 


(para n > 1) 


(para |ci| # |c 2 |) 


Integrales que contienen solamente tan 


I 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


tan ex dx = - 
tan 71 ex dx — 


— ln | eos cxl 
c 

1 

tan 71 


dx 


c{n — 1) 
x 1 
2 + 2c 


-‘ex-/ 


tan 71 2 ex dx 


x 1 

= — + — m sin ex + eos ex 


tan ex + 1 

dx x 1 

-- = —— + — ln sm ex — eos ex 

tan ex — 1 2 2c 

tan ex dx x 1 

-- = — — — ln sm ex + eos cxl 

tan ex + 1 2 2c 

tan ex dx x 1 

-- = — + — ln sin ex — eos cxl 

tan ex—1 2 2c 


(para n ^ 1) 
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Integrales que contienen solamente cot 


/ 

/ 

/1 

/ T 


cot ex dx = - ln | sin cx I 
c 


cot 71 ex dx — — 
dx 


+ cot ex 
dx 


cot ex 


-/ 

-/ 


c(n — 1) 
tan ex dx 
tan ex + 1 
tan ex dx 
tan ex — 1 


cot 71 1 ex — j cot 71 2 ex dx (para 1) 


Integrales que contienen sen y eos 

dx 1 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


/“ 

tamb 

/ si 


:\/2 


1 


eos ex ± sin ex 
dx 

(eos ex ± sin ex) 2 2c 
eos ex dx 

~~ = 2 


ln 


/ex 


7T 


tan ( — ± — 

V 2 8 


7T 


eos ex + sin ex 
eos ex dx 
eos ex — sin ex 
sin ex dx 
eos ex + sin ex 
sin ex dx 


= — tan ex =F 


x 1 

= — + — ln sin ex + eos ex 


2c 

1 

2c 
1 . 
2c 


X 1 , | . I 

— — — ln sin cx — eos cx\ 

2 

x 

2 


x 1 . 

= — — — ln sin ex + eos ex 


x 1 i i ■ i 

— — — — ln sin ex — eos ex 


2c 


9 CX 1 

2 1 ln 


eos ex — sin ex 

eos ex dx 1 

— - 7 --r = — — tan — + 

smex(l + eos ex) 4c 2 2c 

eos ex dx 1 

— -T--r = — — COt 

sm cx(l H eos ex) 4c 2 


tan 


ex 


9 CX 1 

- — ln 


2c 


tan 


sin ex dx 


eos cx(l + sin ex) 4c 


CX 7T 


= T- cot "7T + T + ln 


2c 


sin ex dx 


— tan 


eos cx(l — sin ex) 4c 

i 1-2 

sm ex eos ex dx = — sm ex 
2c 


CX 7T\ 1 

T + 4/ “ 2c 


ln 


CX 

2 ” 

tan 

tan 


( ex 7r\ 

(y + 4 ) 

/CX 7T 

(t + 4 


sin Cix eos C 2 X dx — 


COs(ci + C2)x COs(ci — C2)x 


2(ci + c 2 ) 


sin 71 ex eos ex dx 


1 


sin ex eos 71 ex dx 


i n + 1 ) 

1 

c(n + 1) 


* 71+1 

sin ex 


2(ci - c 2 ) 
(para n ^ 1) 


(para |ci| ± |c 2 |) 


71+1 

eos ^ ex 


(para rz ^ 1) 


sin 71 ex cos m ex dx = — 
también: 


sm 


71 — 1 


cx eos 


m+1 cx n - 1 


c(n + m) 


n + m 


/ si 


sin 71 2 cx eos™ cx dx (para m, n 


sin 71 cx eos 771 cx dx = 


sin 7i+1 cx eos 771 1 cx m — 1 

-7-\-+- 

c{n + rn ) n + m 


,/ si 


sin 71 cx eos 771 2 cx dx 


> 0 ) 


c(n + m) 


(para m, n > 0) 
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/ 
h 
/ 

/ 
s 
/ 

/ 

/ 


dx 1 . 

--= -ln t 

sm ex eos ex c 


dx 


ancx| 

1 


sin ex eos 71 ex c(n — 1) eos™ 1 ex 
dx 1 


+ 


h 


dx 


sm ex eos ex 
sin ex dx 


c{n — 1) sin 71 1 ex 


+ 


sin ex eos™ * ex 
dx 


I sin 71-2 


ex eos ex 


(para n / 1) 
(para n/1) 


1 


eos 71 ex c(n — 1) eos 71-1 ex 


(para 1) 


sin 2 ex dx 1 . 1 

-= — sin ex H— In 

eos ex c e 

sin 2 ex dx 


tan 


( 


7T CX 

4 + t 


sin cx 


z{n — 1) 


— - — [ 

1 1 cx n — 1 J 


dx 


sin 


c{n — 1) 


eos™ cx 
sin 71 cx dx 
eos cx 
sin n cx dx 
eos 771 cx c(m — 1) eos 7 ™ -1 cx m 
sin n cx dx 


eos 71 2 cx 


eos 

cx f sin 71-2 cx dx /f . . H x 

+ / - (for n^l) 


(para n^l) 


* 71 - 1-1 

sm cx 


eos cx 

n — m + 2 f sin 71 cx dx 


m + Z f 

- 1 i 


también 


también: 


ién 7 

én.j 


sin 7 " 1 cx 


eos 7 ™ cx 
sin n cx dx 


+ 


eos'™ * cx 

n — 1 /* sin 71-2 cx dx 


— / 


c{n — rn) eos 7 ™ -1 cx n 

n — 1 
n 


sin 71 1 cx 


eos 7 ™ cx c(m — 1) eos 7 ™ 1 cx 
eos cx dx 1 


5 i/ 


eos 7 ™ cx 


sin 71 1 cx dx 


eos 7 ™ 2 cx 


(para m/1) 

(para m ^ n) 
(para m/1) 


/ 

/ 

/ eos 
si 


sin 71 cx 


c(r¿ — 1) sin 71 1 cx 


(para n/1) 


eos 2 cx dx 1 

-:-= - [ eos cx + ln 

sin cx c 


tan ■ 


cx 


eos 2 cx dx 


1 


eos cx 


sin 71 cx 


eos 71 cx dx 


n — 1 


■ 71 — 1 > 

, c sm cx, 


+ 


r dx 
J sin 71-2 cx 


r eos 
i si 


cos™ +1 cx 


n — m — 2 


sm m cx 


c(m — 1) sin 771 1 cx m 


también: 


también 


f eos 
ién: / —7 

J si 

,é”7 


eos™ cx dx i 


eos 


cx 


c(n — tt¿) sin m 1 cx n 


ti — Z r ce 
— 1 i si 

— / 


(para n/ 1) 
cos Tl cx dx 


sm 771 2 cx 


(p 


ara rn 


#i) 


eos 71 2 cx dx 


eos™ cx dx 


eos 


cx 


n — 1 


sin 771 cx 


c(m — 1) sin 771 1 cx m 


eos 71 2 cx dx 
2 cx 


- 1 f eos ™ ¿ 

J sin™ - 


(para m ^ n) 
(para m/1) 


Integrales que contienen sen y tan 


/ 

/ 


sin cx tan cx dx = - (ln | sec cx + tan cx| — sin cx) 
c 

tan™ cx dx 1 

sin 2 cx c(n — 1) 


tan 71 x (cx) (para n/1) 


Integrales que contienen eos y tan 

tan™ cx dx 1 


/ 


cos^ cx 


7 ™ + 1 ) 


tan™ -1 " 1 cx (para íi / 1) 
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Integrales que contienen sen y cot 


coi 71 ex dx 1 

sin 2 ex c(n + 1) 


cot n+1 ex 


(para 1) 


Integrales que contienen eos y cot 


cot 71 ex dx 


eos 2 ex 


'(! ~ n ) 


tan 1 71 ex 


(para n 7^ 1) 


Integrales que contienen tan y cot 


cot ex tan ex dx = x 


Integrales que contienen sec 

í sec 2 x dx = tan x + c 


sec x dx — ln I sec x + tan x\ + c 
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